Kapitel 1

Koordinaten, Vektoren und Matrizen

Der erste Abschnitt ist der Matrizenrechnung, der Vektorrechnung und dem Arbeiten
mit Determinanten gewidmet. Dieser Abschnitt stellt damit alle jene Begriffe und Methoden
bereit, die fiir eine mathematische Beschreibung des 3-dim Raumes bzw. den geometrischen
Grundlagen des CAD erforderlich sind. Wesentliche Strukturen werden zunéchst an Beispielen
herausgearbeitet.

1.1 Koordinaten

Wir bezeichnen mit & die euklidische Ebene (Anschauungsebene) und mit & den euklidischen
Raum (Anschauungsraum). Unter einem Parallelkoordinatensystem in E; versteht man 2 orien-
tierte Geraden ¢, go mit dem Schnittpunkt U und zwei Punkten F, € ¢;, Fy € g¢o, genannt
Finheitspunkte (vgl. Abb. 1.1). U heifst Koordinatenursprung, die Geraden ¢;, g, heifen Ko-
ordinatenachsen. Eine orientierte Gerade, d.h. eine Gerade versehen mit einem Durchlaufsinn,
heiftt auch Speer.

g
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Abbildung 1.1: Parallelkoordinatensystem in der Ebene

Um X durch Koordinaten zu erfassen, zeichnet man wie in Abb. 1 das Koordinatenparallelogramm
{U, X1, X3, X} und mift die Entfernungen UX; und UX, in den Einheiten UF; = e; und
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UE, = ey , d.h. man setzt

Ux UX.
T = — Y = —2 - (1.1)

UE, UFE,
Hierbei setzt man fest, dass = > 0 gilt, wenn UX, und_U_E1 gleich orientiert sind. Fiir
U = X; ist x+ = 0 undesgelte © < 0, wenn UX; und UFE; entgegengesetzt

orientiert sind. Analoges gilt fiir das Vorzeichen von y. Jedem Punkt X € K, entspricht
damit eindeutig ein Zahlenpaar (x, y) , seine Koordinaten beziiglich {U, Ey, E,, g1, ¢2}
und umgekehrt.

Unter einem Parallelkoordinatensystem in E; versteht man 3 orientierte Geraden (Speere)
g1, g2, g3 - die nicht in einer Ebene liegen - mit dem Schnittpunkt U und 3 Punkten
E, € g1, Es € g2, B35 € g3, genannt Finheitspunkte. U heilst Koordinatenursprung, die
Geraden g1, ¢, g3 heilsen Koordinatenachsen.

95 ><”
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Abbildung 1.2: Parallelkoordinatensystem im Raum

Um X € & durch Koordinaten zu erfassen, zeichnet man wie in Abb. 2 den Koordinatenquader
U, X1, Xo, X3, X', X7, X", X} und mift die Entfernungen UX;, UXy und UXj in
den Einheiten UFE,; = e, UEy = ey, UE3 = e3, d.h. wir setzen

UX, UX, UX;

r = — , — — s Z = — . ].2
UE, " T TR, ULs (1.2)

Die Vorzeichen werden wie im ebenen Fall festgesetzt. Jedem Punkt X € &5 entspricht damit
eindeutig ein Zahlentripel (x,y, z) , seine Koordinaten beziiglich {U, Ei, Fs, Es, g1, g2, g3}
und umgekehrt. Wir vermerken den

Satz 1.1.1 FEin Parallelkoordinatensystem in der Ebene £ bzw. im Raum Es ist durch 3 bzw.
4 Punkte allgemeiner Lage bestimmt. Jedem Punkt X € & bzw. X € &3 wird in umkehrbar
eindeutiger Weise ein Zahlenpaar bzw. ein Zahlentripel gemdaf$ (1.1) bzw. (1.2) zugewiesen, seine
Parallelkoordinaten.
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Ein Parallelkoordinatensystem heifst kartesisch, wenn die Koordinatenachsen paarweise ortho-
gonal sind und weiters gilt UE, = UE, = UE5 . Wir bezeichnen i.f. die Koordinatenachsen
mit z, y und z.

Sind A(z1, y1), B(za, y2) zwei Punkte in & , die in bezug auf ein kartesisches Koordinaten-
system die angegebenen Koordinaten besitzen, dann kann der Abstand AB berechnet werden
gemafs

AB = {/(za—m1)? + (2 —1)? (1.3)

Analog findet man fiir zwei Punkte A(z1,y1,21) und B(z2,ys,22) im Raum &

AB = {(ra—m)? + (p—m)? + (22— 2)? (1.4)

Beispiel 1.1.1 In einem kartesischen Koordinatensystem seien die beiden Punkte A(1,3,7)
und B(2,5,5) gegeben. Man berechne ihren Abstand.

B=32-12+(5-32+(5-72=v9=3

1.2 Vektoren

Definition 1.2.1 FEine Strecke AB heifit orientiert, wenn man Anfangspunkt A und End-
punkt B wunterscheidet. Unter der Linge einer orientierten Strecke versteht man den Abstand
ihrer Randpunkte A, B gemdff Gl.(1.8) bzw. (1.4) .

Definition 1.2.2 Die Menge aller orientierten Strecken, welche dieselbe Linge und dieselbe
Richtung haben, heifit ein Vektor. Jedes Element dieser Menge heifst ein Reprdsentant dieses
Vektors. Unter der Linge (dem Betrag) eines Vektors versteht man die Lange eines beliebigen
Reprisentanten. Ist diese Linge Null (A = B) , dann heif$t der Vektor der Nullvektor. Ist diese
Linge 1, dann heifit dieser Vektor der Einheitsvektor.
—_— = —

Die Abb. 1.3 zeigt in & verschiedene Reprasentanten AB, C'D, LM, ... eines Vektors. Wie
es die Definition fordert, mufs gelten

(a) AB = CD = LM ... Streckenlangen gleich
(b) Die Verbindungsgeraden a = AB, ¢ = CD und | = LM sind parallel.

(c) Die auf a, ¢, I durch die Streckenanfangs- bzw. Streckenendpunkte definierten
Orientierungen (Richtungssinne) sind gleich.

Wir schreiben AB = C'D = LM und verwenden zur Bezeichnung von Vektoren i.f. lateinische

Buchstaben, die fett geschrieben sind: a, b, ..., o = Nullvektor, e = Einheitsvektor. Den

Betrag von Vektoren a, b, ... bezeichnen wir i. F. mit |a|, |b|, ....

Die oben definierten Vektoren heifien oft freie Vektoren. Darf ein Vektor nur langs einer Geraden

g betrachtet werden, dann heilst er linienfliichtig. Vektoren mit dem festen Anfangspunkt U

im Koordinatenursprung heifen Ortsvektoren.

Im folgenden entwickeln wir kurz die wichtigsten Operationen mit Vektoren, wobei Beweise i.a.

weggelassen werden.
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Abbildung 1.3: Parallelkoordinatensystem

Abbildung 1.4: Parallelogrammregel zur Addition von Vektoren

Addition von Vektoren, Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl

Definition 1.2.3 Gegeben 2 freie Vektoren a, b . Der Summenvektor a + b ist jener Vektor,
der vom Anfangspunkt von a zum Endpunkt jenes Reprisentanten von b  zielt, welcher im
Endpunkt von a beginnt (Parallelogrammregel).

Rechenregel:

a+b=D>b+ . Kommutativgesetz
a+ (bt+c) = (a+b) c ... Assoziativgesetz
a+o=a, o ... Nullvektor (1.5)

Definition 1.2.4 Ist a ein Vektor und A > 0 € R, soist X a jener Vektor, der zu
a gleichsinning parallel ist und dessen Betrag A-mal so grof$ ist wie der Betrag von a . Fir
A < 0 ist Aa ungleichsinnig parallel zu a und wie oben gilt | Aa|=|A|-|a]|. Der
Vektor zu A = —1 heifit der zu a inverse Vektor —a.
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Rechenregel:

AMpa) = (Ap) a ... Assoziativgesetz

AMa+b) = da + X\b ... Distributivgesetz I

A+p)a = da + pa ... Distributivgesetz I1

1-a=a (1.6)

Koordinatendarstellung von Vektoren

Definition 1.2.5 Vektoren {ai, as, ..., a,} eines Vektorraums V heiffen linear unabhdn-
gig (l.u.), wenn aus einer Linearkombination

Alal + )\23.2 + -+ >\mam = O (17)

die den Nullvektor darstellt, stets folgt \y = X = -+ = X\, = 0, {ay, ..., an}
heifsen linear abhdingig (l.a.), wenn sie nicht linear unabhdngig sind.

— — —
Wir bezeichnen i.f. die Vektoren UE; = e;, UFEy = ey, UE3; = e3 aus den Abbildungen
1 und 2 als Einheitsvektoren des Parallelkoordinatensystems.

Satz 1.2.1 Die Vektoren e; und es in &y sind linear unabhdngig. Die Vektoren eq, eq, e3
in & sind linear unabhdngig. Jeder Vektor x aus & (Es) laft sich in der Gestalt

X = 11€1 + T9€s bzw.

X = xi1€1 + X2€2 + I3€3
darstellen, wobei x1, o bzw. 1, T2, x3 eindeutig bestimmt sind.

Ist x der Repriasentant eines Vektors durch U , so gilt x = xz;e; + x9es . Die Vektoren
xr1€1, Toeg heilsen die Komponenten des Vektors x . Die Zahlen x1, x5 heilken die Koordinaten
des Vektors x.

Satz 1.2.2 Besitzen 2 Ortsvektoren a und b beziglich eines Parallelkoordinatensystems die
Koordinaten a = (a1, as, az), b = (b1, be, b3) , dann gilt

a + b = (a1 +bl, a2+b2, a3+b3)
a— b = (0,1 — bl, Qa9 — bQ, ag — bg) (110)
Aa = ()\Cbl, )\GQ, )\ag).

Satz 1.2.3 Bezeichnet A den Anfangs- und B den Endpunkt eines Vektors AB und besitzen
A bzw. B in einem Parallelkoordinatensystem die Koordinaten A (aq, ag, a3), B (b1, b, bs)
so gilt

—

AB = (bl — aq, bg — ag, bg — a3) (111)

d.h. man erhilt die Koordinaten des Vektors AB als Differenz der Koordinaten seines End-
punktes minus der Koordinaten seines Anfangspunktes.

Definition 1.2.6 Vektoren ay, ..., a, wn einem Vektorraum V bilden eine Basis, wenn sie
linear unabhdngig sind und sich jeder Vektor x € V in der Form x = x1a; + x9as + - - - + x,a,
darstellen ldfst. Die Zahl n heifit die Dimension des Vektorraumes.
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Beispiel 1.2.1 1. {e1, e} in Ey bilden eine Basis. Der zugehorige Vektorraum Vo ist
zweidimensional.

2. {e1, ea, es} in Ej bilden eine Basis. Der zugehorige Vektorraum Vg ist dreidimen-
stonal.

Beispiel 1.2.2 Gegeben sind vier Krifte fi,i = 1,...,4 (symbolisiert durch vier Vektoren), die
an einem Punkt A einer Ebene angreifen. Man ermittle rechnerisch und graphisch jene Kraft,
die die vier gegebenen Krifte im Gleichgewicht hdlt.

13 -7 —17 11
we(7) 8= (7)) m (0) v (5)
Losung:

1. rechnerisch: Ein Kraftesystem ist im Gleichgewicht, wenn > f; = 0 gilt. Im konkreten Fall
gilt daher mit der gesuchten Kraft fy, :

() () () # (5) rmv

Die Summe der vier gegebenen Krifte ist fg

() ()G () = () memmrmmomnma= ()

2. graphisch:

» !
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Abbildung 1.5: Gegebenes Abbildung 1.6: Summe der  Abbildung 1.7: Gleichgewicht
Kraftesystem Einzelkrafte

Das innere Vektorprodukt:

Unter dem Winkel zweier Vektoren a, b, | € & oder & versteht man den Winkel ¢ mit
0 < ¢ <7 zwischen zwei Reprisentanten mit gemeinsamen Anfangspunkt A ( Abb.1.8).
Man beachte, dass in & zwei Vektoren a, b auf nichtschneidenden Geraden g¢;, g liegen
konnen. Trotzdem ist ihr Winkel ¢ definiert. Es gilt < (a, b) = — < (b, a).

Definition 1.2.7 Sind a, b Vektoren aus E(E3) und ist @ ihr Winkel, so versteht man unter
dem inneren Vektorprodukt (Skalarprodukt) von a und b die Zahl

a-b =0, falls a = o0 oder b = o
a-b =J]al|-|b|cos<g(a, b), falls a # o, b # o. (1.12)
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Ty

Abbildung 1.8: Winkel zwischen Vektoren

Folgerungen:

1.

2.

Man beachte, dass das innere Vektorprodukt eine Zahl ist.

Stehen zwei Vektoren aufeinander normal (orthogonal), d.h. ist ¢ = 90° , so folgt
cos 90° = 0,d.h. a - b = 0. Hiervon gilt auch die Umkehrung.

Ist a - b>0,sobilden a und b einen Winkel ¢ mit 0 < ¢ < 90° ; fir
90° < p < 180° gilt a - b < 0.

Fir b = a ist ¢ = 0 und man findet a - a =|al|-|a|=]al|® ,dh
la]= Va - a
Es bezeichne b, die Lange der Normalprojektion von b auf a (vgl. Abb.1.9), falls ¢

spitz ist. Dann gilt b, = | b |cosp . Damit gilta - b= |a|b, . Ist ¢ stumpf, dann

O

¢ B
AL¢> a

Abbildung 1.9: Inneres Produkt - Normalprojektion

setzen wir b, = —b_, und es gilt auch hier a - b =|a|b,.

Wir fassen zusammen und ergénzen einiges im
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Satz 1.2.4 Das innere Produkt von 2 Vektoren a, b | # o wverschwindet genau dann, wenn
die Vektoren zueinander senkrecht sind. Es gilt

la|= {/a - a (1.13)
a-b =lal b, (1.14)
Weiters gelten folgende Rechenregeln.:.
a-b=D>b:a
(Aa) - b = Aa-b) = a - (Ab)
a-(bt+c)=a-b+a-c (1.15)

FEin Assoziativgesetz gilt nicht.

Eine Basis {e1, e, ez} heift eine Orthonormalbasis, wenn die Vektoren ej, ey, es paarweise
aufeinander senkrecht stehen und die Ldnge 1 besitzen. Besitzen a und b beziiglich einer
Orthonormalbasis die Koordinaten a = (ay, a2, a3) , b = (b1, by, b3) , dann gilt fiir ihr
inneres Produkt

a-b = a1b1 + a2b2 + CL3b3. (116)

Fiir ihren Winkel ¢ gilt beziiglich dieser Orthonormalbasis
a1by + agby + asbs _
Vai + a3 + a2 J¥ + b2+ b2

Formel (1.17) folgt unmittelbar aus der Definition des inneren Produkts (1.12) und den Re-
chenregeln (1.15).

cos ¢ = (1.17)

Bemerkungen:

1. Liegt in & oder &3 ein kartesisches Koordinatensystem vor, dann bilden die Basisvektoren
ein Orthonormalsystem.

2. Die kanonische Basis e; = (1, 0, ..., 0), e2=(0, 1,0, ..., 0), ..., e, = (0, ..., 0, 1)
in R" ist ein Orthonormalsystem, wenn man in R" das innere Produkt formal geméfs
(1.12) definiert.

3. Oft beniitzt man das KRONECKER-Symbol

s i .
5, =40 Jalls i 2 (1.18)
1, falls i = j.

Dann gilt nach obigem fiir eine Orthonormalbasis

€ * € :éij- (119)
1 2 1
Beispiel 1.2.3 Gegeben sind die drei Vektorena= | —=5|,b=12] undc= | —17
3 2 7

1. Man stelle die Vektoren in der Standardbasis e; =

S O =
Q@
]
Il
—_
]
w
|
[a=)
QU
=
3
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2. Sind die drei Vektoren linear unabhdngig?
3. Was bedeutet lineare Abhdngigkeit der drei Vektoren geometrisch?
4. Man berechne das innere Produkt a - b

1. In einer Basis muss jeder Vektor als Linearkombination der Basisvektoren darstellbar
sein. Die drei gegebenen Vektoren sind Elemente eines dreidimensionalen Vektorraumes
in dem die gegebenen Vektoren ey, ez, eq linear unabhdngig sind und daher eine Basis
darstellen. Jeder weitere Vektor dieses Vektorraumes muss daher durch die Basisvektoren
darstellbar sein:

1 2 1
a=|-5] =e;—bex+3e3, b=|2] =2e;+2ex+2e3,c=|—17| =e;—1T7ex+Te3
3 2 7

2. Wenn diese drei Vektoren linear abhdngig sind dann muss gelten:
Aa+ub=c

Schreibt man diese Vektorgleichung in Komponenten auf, so ergeben sich drei Gleichungen
in den zweir Unbekannten X\ und p. Wenn lineare Abhdngigkeit vorliegt, dann muss die
dritte Gleichung mit den ersten beiden Gleichungen kompatibel sein.

A2u=1
—OA+2u = —17
3AN+2u=7
Aus den ersten beiden Gleichungen errechnet man leicht A = 3 und p = —1. Wenn lineare

Abhdngigkeit gegeben ist, muss nach Finsetzen dieser Werte in die dritte Gleichung eine
Identitdt herauskommen. Dies st tatsdchlich der Fall:

3:-342-(=1)=7

3. Geometrisch bedeutet diese lineare Abhdngigkeit, dass die drei Vektoren in einer Ebene
liegen.

4. Inneres Produkt:

1 2
a-b=|[-5 2] =1-2-5-24+3-2=2-10+6= -2
3 2

Das aufsere Vektorprodukt:

Das dufsere Vektorprodukt ist nur in & definiert und ordnet - anders als in Abschnitt 1.2 -
jedem Vektorpaar a, b wieder einen Vektor zu. Dies geschieht geméafs der folgenden

Definition 1.2.8 Das dufere (vektorielle) Vektorprodukt a x b zweier Vektorena # o, b # o
aus &z ist ein Vektor, dessen Betrag gleich der Fliche des durch a wund b bestimmten
Parallelogrammes ist, auf die Ebene dieses Parallelogrammes senkrecht steht und so orientiert
ist, dass a, b und a x b in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. Ist mindestens
einer der Vektoren a, b der Nullvektor, dann ist a X b = o.
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Abbildung 1.10: Aufieres Vektorprodukt - Rechtsschraubung

Abbildung 1.11: Parallelogramm

Anmerkungen und Folgerungen:

1. Drei Vektoren a, b und c bilden ein Rechtssystem (vgl. Abb. 11), wenn sie so aufeinander
folgen, wie Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand. Man kann dies auch
so ausdriicken: c¢ zeigt in jene Richtung, in die eine Rechtsschraube vorriickt, wenn man
ihr jene Drehung erteilt, die den Vektor a in den Vektor b iiberfiihrt und zwar um
dem kleineren der moglichen Drehwinkel.

2. Fiir den Fliacheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogrammes (vgl. Abb.1.11)
ergibt sich
F =|al|-|b]|-| sin < (a, b) |. (1.20)

3. Giltin (1.20) F' = 0, so folgt wegen a # o, b # o,dass sin < (a, b) = 0 gilt.
Dann sind aber a und b parallel bzw. antiparallel, d.h. sicher linear abhéngig. Hiervon
gilt auch die Umkehrung.

Wir fassen zusammen und ergénzen einiges in

Satz 1.2.5 Das dufere Produkt von 2 Vektoren a # o, b # o werschwindet genau dann,
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wenn die Vektoren a wund b linear abhdngig sind. Weiters gelten folgende Rechenregeln

axb=-b x a ... Antikommutativgesetz
a+ b) xc=(axc)+ (b xc) ... Distributivgesetze
ax (b+c =(axb)+ (axc

Aa) x b = A(a xb) = a x (\b) (1.21)

FEin Assoziativgesetz gilt nicht.

Besitzen a und b beziiglich einer Orthonormalbasis die Koordinaten a = (aq, ag, a3), b =
(b1, be, b3) , dann besitzt der Vektor a x b die Koordinaten

axb—(

nach der formalen Entwicklung gemaéis der ersten Determinantenzeile

a2 as
by b3

az a
bz by

ay Qg
bi by

) (1.22)

€1 €y e3
ax b =la a a3 (1.23)
bi by b3

Beweis:

1. Um (1.21,erste Gleichung) einzusehen, ist nur zu beachten, dass die Betrige und Rich-
tungen von a x b iibereinstimmen, dass aber die Orientierungen verschieden sind. Auf
die Beweise der iibrigen Gleichungen wird verzichtet

2. Fiir die Einheitsvektoren eines orthonormierten Rechtssystems (vgl. Abb.1.12) gilt ersicht-
lich wobei die letzten drei Gleichungen aus den ersten drei Gleichungen mittels (1.21)

(o]}

e X ey = e3

e, X e3 = €e; »

e3 X e} = €y (1 24) &,
€ X e = —ejg

ez X €y = —e; s

e X €3 = —€9 1

Abbildung 1.12: Kartesisches Koordinatensy-
stem

folgen. Gilt in diesem Rechtssystem a = a; e; + as €3 +azes, b = by e + by es + b3 €3,
so folgt mittels (1.21) und (1.23):

ax b = ( e1—|—a2e2—|—a363)><(b1e1+b2e2—|—b3e3):
= a1 b1 ( 1 <82 X 61) + as bl (83 X el) + a; bg (61 X eg) +
+ a9 bg (82 X e ) (e3 X 82) + a b3 (e1 X 93) + ao bg (82 X 63) +

+ as b3 (e3 X 63) = (CLQ bg — as bg) e + ((13 b1 — bg) e, + (a1 bg — Q9 bl) €3
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Hierbei wurde beniitzt, dass e; x e; = o gilt. Die Koordinaten von a x b besitzen
somit die in (1.22) angegebenen Determinatenwerte.

Entwickelt man (1.23) formal hinsichtlich der ersten Zeile, so liefert dies genau obige
Darstellung von a x b . Beachte, dass es sich nur um eine formale Entwicklung handelt,
denn in der ersten Zeile von (1.23) stehen ja keine Zahlen sondern Vektoren.

1.3 Matrizen

Definition 1.3.1 FEine Matriz A der Ordnung (m x n) (kurz: eine (m x n) - Matriz) ist ein
rechteckiges Schema aus mn Elementen der Form

aix a2 - Aip

Ag1 Ag2 -+  Aagp
A = (ay) =

Am1 Qm2 - Amn

Die horizontalen Rethen in A heiffen Zeilen oder Zeilenvektoren, die vertikalen Reihen in A
Spalten oder Spaltenvektoren.

Bemerkung 1.3.1 Matrizen werden im Folgenden mit fetten, groffen lateinischen Buchsta-
ben geschrieben (A,B,...). Die Elemente einer Matriz kénnen reelle Zahlen, aber auch z.B.
Funktionen eines oder mehrerer Parameter sein.

Definition 1.3.2 Zwei Matrizen A = (a;;), B = (bi;) heiffen gleich, wenn sie die gleiche
Ordnung besitzen und wenn a;; = b;; firalle i = 1,...,m und firalle j = 1,...,n gilt.

Beispiel 1.3.1 Von den Matrizen

3 —1 t 22 3 -1 0 3 —1
A=[5 2],B=(1 o0 |,c=[5 2 0|],D=|5 2
4 6 31—t 4 6 0 4 6

sind nur A und D gleich.

Definition 1.3.3 Es seien A = (a;;), B = (bi;) zwei (m x n) - Matrizen. Die Summe A+B =:
C = (c;5) von A und B ist gegeben durch ¢;; = a;; + b;; fir alle i = 1,...,m und fir alle
j=1 ... n.

5 1 2 0 7 1
Beispiel 1.3.2 1. 3 2|+10 4 ]=1|3 6
-1 6 1 -8 0 -2

> 5 1 —6 t?+1 —1
. <3t O)+<t —t>_< at —t)

Fiir die Matrizenaddition gelten folgende Rechenregeln:

A+B=B+ A ... Kommutativgesetz (1.25)
A+ (B+C)=(A+B) + C ... Assoziativgesetz (1.26)
A+0=A (1.27)

wobei 0 jene Matrix ist, deren Elemente alle Null sind (Nullmatrix).
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Definition 1.3.4 Es sei A = (a;j) eine (m x n) - Matriz und es sei A\ ein Skalar. Das
Skalarprodukt A\A =: C = (c¢;;) von A und A ist gegeben durch ¢;; = Aa;j firalle i = 1,....,m
und fir alle j = 1,....n.

Beispiel 1.3.3

GG E)-GY

Insbesondere erhilt man fir eine Matrix A und A = —1
a1 Q12 - Qi —ap; —aig - —Aip
1 . a?1 cee e ag, _ —c‘121 cee e —ag, o
mi Ay —Oynm

Fiir die Skalarmultiplikation von Matrizen gelten folgende Rechenregeln:

AA = A\ ... Kommutativgesetz,

A(AA) = (M)A ... Assoziativgesetz,

AMA+B) = A + AB ... Distributivgesetz, I

A1+ 22)A = MA + LA ... Distributivgesetz I1. (1.28)
Insbesondere gilt fiir A\ = 1 und eine (m x n) - Matrix A
aix iz -0 Qin ann Q2 - Qin
1. CL.21 Qa2 -+ Q2n _ a?1 Q2 -+ Q2 _ A

m1 Am2 " Omn Am1 Am2 - Omn

Die Multiplikation von Matrizen ist die wichtigste Operation. Sie wird im folgenden Kapitel
bei der Zusammensetzung von Transformationen benotigt.

Definition 1.3.5 Es sei A = (a;;) eine (m x n) - Matriz und es sei B = (b;j) eine (n X
p) - Matriz. Das Produkt AB =: C = (¢;;) von A und B ist eine (m x p) - Matriz, gegeben
durch

Cij = Z ik bij (1.29)
k=1
2 1 10 0 11 =2
Beispiel 1.3.4 1. [ -1 0 (i _12 ‘;’ _01> = -3 -1 =5 1
3 1 13 1 16 -3

GG -GG (G- 6o

Fiir die Matrizenmultiplikation gelten folgende Rechenregeln:

A(BC) = (AB)C ... Assoziativgesetz,
AB+C)=AB + AC ... Rechts — Distributivgesetz,
(A+B)C =AC + BC ... Links — Distributivgesetz. (1.30)

Im allgemeinen gilt jedoch AB # BA (siehe das obige Beispiel (2) !).
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Bemerkung 1.3.2 FEs gibt von der Nullmatriz verschiedene Matrizen, deren Produkt die Null-
matriz ist. Solche Matrizen nennt man Nullteiler. Die Fxistenz von Nullteilern hat zur Folge,
dass aus der Gleichung AB = AC im allgemeinen nicht B = C gefolgert werden kann.

G -0

2. Gegeben seien die Matrizen A = (4 2), B = (1 1), C = (2 2) .Dann st

Beispiel 1.3.5 1.

21 0 -1

AB = (i g) und AC = (i g) , also wohl AB = AC, jedoch B # C.

1.4 Transponieren von Matrizen, spezielle Matrizen

Definition 1.4.1 Ist A = (a;;) eine (m x n) - Matriz, dann versteht man unter der trans-
ponierten Matriz AT (Transponierten) die Matriz mit den Elementen

AT:(CL]'Z') (i =1, -, m)
G =1-,n) (1.31)

Bemerkung: Man erhilt somit AT | indem man in A die Zeilen und Spalten vertauscht.

Beispiele:
1 -3 2\" 1 0 7
1. |0 4 8 =1-3 4 2
7T 2 -1 2 8 —1
a1
a
2. (ai, as, ,an)T = _2
an

Dieses Beispiel zeigt, dass man durch Transponieren aus jedem Zeilenvektor einen Spaltenvektor
machen kann und umgekehrt.

Fiir die Matrizentransposition gelten folgende Rechenregeln:
(A+B)" =AT + BT,
(AB)" = BTAT
(AT = A. (1.32)

(man achte auf die Reihenfolge der Faktoren!).

Beim Rechnen mit Matrizen ist es oft von Nutzen, spezielle Eigenschaften derselben zu kennen.
Wir wollen deshalb einige spezielle Matrizen erwahnen.

Definition 1.4.2 Es sei A = (a;;) eine (m x n) - Matriz.

1. A heifit reelle Matriz, wenn alle a;; reell sind.
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2. A heifit quadratische Matrix, wenn m = n ist.

3. A heifit symmetrische Matriz, wenn A reell und quadratisch ist und tiberdies A = AT

qgilt.

4. A heift schiefsymmetrische Matriz, wenn A reell und quadratisch ist und tberdies A =
—AT gilt.

5. A heifst obere Dreiecksmatriz, wenn A quadratisch ist und a;; = 0 ist fir alle © > j.

6. A heifst Diagonalmatriz, wenn a;; = 0 ist fir alle © # j.

7. A =1 heifit Einheitsmatriz, wenn I eine Diagonalmatriz ist, deren Hauptdiagonalele-
mente alle 1 sind.

Folgerungen:

1. Aus der Definition einer symmetrischen Matrix folgt a;; = a;; , sodass eine Matrix
dieser Art die Gestalt
aipz Qa2 a1z - Qlp

Q12 Q22 Q23
A = 13 Q923 as3ss : (133)
aln ... o .. .o .. ann

besitzt. Sie ist spiegelbildlich zur Hauptdiagonale.

2. Aus der Definition einer schiefsymmetrischen Matrix folgt a; = —a; = 2a; = 0 =
a; = 0,d. h. alle Hauptdiagonalelemente sind 0. Eine schiefsymmetrische Matrix hat
die Gestalt

0 a12 aiz -+ Qip
_a12 0 Y Y a2n
_a/ln —a2n Y Y 0

Wichtig ist der folgende

Satz 1.4.1 Jede reelle quadratische Matriz A ldfst sich als Summe einer symmetrischen und
einer schiefsymmetrischen Matrix darstellen.

Beweis: Wir setzen A = R+ S mit R= (A + A”) und S= (A — A7”) . Ersichtlich ist
R symmetrisch, denn R = (AT +A) = %(A + AT) =R, und S schiefsymmetrisch,
denn S = (AT — A) = ——(A — AT) =

Beispiel 1.4.1

2 -1y _ 14 -1y 10 -1y 2—§+0—%.
0 3) 2\-1 6 2\1 0) \-3 3 10
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1.5 Determinanten

Im Folgenden wenden wir uns dem im Zusammenhang mit Matrizen wichtigen Begriff der
Determiante zu. Der Begriff findet sich erstmals bei Carl Friedrich GAUSS (1801), verwendet
wurde diese Matrizenfunktion allerdings bereits 1678 von Gottfried Wilhelm LEIBNIZ.

Definition 1.5.1

1. Es sei A = (a11). Unter der Determinante von A wverstehen wir den Skalar (die Zahl)

|A|:detA = ai

2. Es sei A = (ZH 312) . Unter der Determinante von A verstehen wir den Skalar
21 @29

’A ’ =detA = 1122 — Q12Q91.

3. Unter einer dreireihigen (dreizeiligen) Determinante versteht man eine Anordnung von
neun Zahlen in einem quadratischen Zahlenschema, dem ein Zahlenwert zugeordnet ist.

o b by ¢ as ¢ as b
D = Qs bg Co| = ay b2 C2 — b, a2 2 + e a2 b2 _
as b3 3 3 3 3 3 3 3
a1b203 + b102a3 + Clagbg - (a3b201 + bgCQCLl + Cgagbl) (135)

Der Wert der dreireihigen Determinante kann leicht nach der folgenden Anordnung berechnet
werden:

— agbgcl
— bzcoay Produkte der Zahlen in den Nebendiagonalen
— C3(12b1
ar b cl e by
a9 bg Cy| Q9 b2
as bg C3| as b3
— C1a2b3
— bicoas Produkte der Zahlen in den Hauptdiagonalen
— a1b203
D :glb2C3 + b102a3 + cla2b§ — (a3b201 + b302a1 + CgClle)
Summe der Produkte in minus Summe der Produkte in
den Hauptdiagonalen den Nebendiagonalen

Aufbauend auf Definition 1.5.1 werden wir induktiv den Begriff der Determinante einer beliebi-
gen (n X n) - Matrix einfithren; diese Vorgangsweise besitzt den Vorteil, tiberdies ein Verfahren
zur Berechnung der Determinante zu liefern. Wir nehmen also zunéchst an, die Determinan-
te einer beliebigen ((n - 1) x (n - 1)) - Matrix sei bereits definiert. Vorerst eine wichtige
Begriffsbildung.
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Definition 1.5.2 FEs sei A eine (m x n) - Matriz und es sei r < m, s < n. Eine (r X s) -
Untermatriz von A ist eine (r x s) - Matriz, welche aus A durch Streichung von m - r Zeilen
und n - s Spalten hervorgeht.

027
Beispiel 1.5.1 (i g) ist jene 2 x 2 Untermatrix von |1 3 2|, welche durch Streichung
4 0 5

der ersten Zeile und der zweiten Spalte entsteht.

Definition 1.5.3 Es sei A eine (n x n) - Matriz und es sei A;; jene (n —1) x (n—1)) -
Untermatriz von A, welche durch Streichung der i-ten Zeile und der j-ten Spalte von A entsteht.
Der (i,j) - Minor von A ist dann gerade det A;;.

7
Beispiel 1.5.2 ‘1 2‘ 2

0
= —3 st der (1,2) - Minor von | 1
45 A

S W N

5

Definition 1.5.4 Es sei A = (a;;) eine (n x n) - Matriz. Der Kofaktor (die Adjunkte) des
Elements a;; ist das Produkt aus (—1)"*7 und dem (i,j) - Minor von A.

027
Beispiel 1.5.3 (—1)'*2 411 é‘ = 3 st der Kofaktor von a1 = 2 in |1 3 2
4 0 5

Um nun zur Determinante einer (n x n) - Matrix zu gelangen, geht man folgendermafen vor:

(a) Wahl einer beliebigen Zeile oder Spalte.

(b) Bestimmung des Kofaktors zu jedem Element in der gewéhlten Zeile oder Spalte (die
Bildung der Determinante von ((n - 1) x (n - 1)) - Matrizen ist ja als bereits bekannt
angenommen worden).

(c) Multiplikation aller Elemente der gewéhlten Zeile oder Spalte mit ihrem Kofaktor.

(d) Summation aller so erhaltenen Produkte.

Bemerkung 1.5.1 Man sucht sich die Zeile oder Spalte zum Entwickeln aus, die am einfach-
sten ist (viele Nullen hat).

Beispiel 1.5.4 Die Entwicklung der Determinante von

1 0 5 2
-1 410
A= 3 0 41
-2 11 3
nach der zweiten Spalte liefert
det A =
1 5 2 1 5 2
= 0 (=12 [ Ap | +4(=1)22| 3 4 1|40 (=132 | Agy | +1(=1)**2|=1 1 0| =
-2 1 3 3 41

= 4 {10 5 1 2=t 1) 1 {21+
0(—1)2+3(—11) + 1(—1)%3 . 6} = 4(=22) + (-8) = —96.
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Wichtige Determinanteneigenschaften:

Es sei A eine (n x n) - Matrix.

(a) Besitzt eine Zeile (Spalte) von A lauter Nullen, dann ist det A = 0.

(b) Werden zwei Zeilen (Spalten) von A vertauscht, dann éndert det A das Vorzeichen.
(¢) Sind zwei Zeilen (Spalten) von A gleich, dann ist det A = 0.
(

d) Erhélt man B aus A durch Multiplikation einer Zeile (Spalte) von A mit einem
Skalar A, dann ist det B = Adet A.

Fiir jeden Skalar A gilt det (AA) = A" det A.

Erhélt man B aus A, indem man zu einer Zeile (Spalte) von A das Vielfache einer
anderen Zeile (Spalte) von A addiert, dann ist det B = det A.

(g9) det AT =det A.
(h) Ist B eine (n x n) - Matrix, dann gilt det (AB) = det A det B.

(1) Die Determinante von Diagonalmatrizen und Dreiecksmatrizen ist stets das Produkt
der Hauptdiagonalelemente.
Diese Eigenschaften ermdglichen in vielen Féllen eine rasche Berechnung von Determinanten.

—~~
&Hﬂ)

Beispiel 1.5.5

10 -6 -9 10 -6 -9 10 -6 -3 10 -3

6 -5 —7|=16 -5 =7 = |6 —5 —2| = 3(—1)3"? 6 _2‘ = 6.
-10 9 12 0o 3 3 0 3 0
Auf eine Herleitung aller Eigenschaften (a) — (i) einer Determinante kénnen wir hier nicht
eingehen.

Eine wichtige geometrische Interpretation der Determinante ist das Volumen eines Spats. Ein
Spat (Parallelepiped) ist der von drei Ortsvektoren erzeugte Kérper mit paarweise kongruenten
Parallelogrammen als Seitenflichen.
b= Wir vermerken, dass das Volumen des Spats
B gleich der Grundfliche mal der Hohe ist. Die

: Grundflache ist |g] = |a x b|. Weiter gilt:
g-c| = |g|-|c|cos H(g, c) = |g|-|cg] ist gleich
dem Produkt aus dem Betrégen von g und der
Projektion des Vektors c auf g. Damit ist aber
8- cgl = g - | = |(a x b) - ¢| = det(a, b, c).
Das letzte Gleichheitszeichen zeigt man durch
direktes Ausrechnen und Vergleich mit Defi-

Abbildung 1.13: Spat(Parallelepiped) nition 1.5.1.

2

Beispiel 1.5.6 Gegeben seien die Vektorena= | 1] ,b = 3 ,c= | 0|. Man berechne
1 —10 3

das Volumen des von ihnen aufgespannten Spats.

V:

— = N

0
3
-1

w o
I
ot

0



